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مقدمه ١

برای اصل انگیزه کردیم. حل دقیق صورت به بعد ی در ها اسپین های کنش برهم از مدل ترین ساده عنوان به را آیزینگ مدل گذشته درس در

ی از گرمایی تلاطمات و نظم بی دل از ای ذره بس دستگاه ی در بفهمیم بتوانیم که است این آن مشابه مدلهای و آیزینگ مدل به پرداختن

نظم بی دل از نظم ظهور یعن پدیده این کند. م ظهور برد بلند های همبستگ و سرتاسری نظم ونه چ ذرات دوی به دو های کنش برهم و سو

جدایی جامدات،  در مغناطش پیدایش آب، بستن یخ دهد. م رخ ای ذره بس های دستگاه در که است هایی پدیده ترین شایع و ترین مهم از ی

هستند. ١ فاز گذار این از هایی نمونه تنها ر دی مثال ها ده و ابرشارگ و ابررسان شدن پدیدار دوگانه، آلیاژهای در فازها

ی از تر پایین دما که وقت این در که کند م بین پیش و شود م فاحش خطای دچار بعد این در ونه چ متوسط میدان حل که دیدیم

دهد نم رخ بعد ی در هرگز بخود خود مغناطش که دهد م نشان دقیق حل ه حالی در شود، م پدیدار بخود خود مغناطش است، بحران دمای

پیدایش اشتباه به متوسط میدان تقریب هم بالاتر ابعاد در است ن مم آیا که است این مواجهیم آن با که سوال بنابراین مطلق. صفر دمای در ر م

محدوده از تر عمیق سوال بود، مطرح ها دان فیزی همه برای میلادی پنجاه دهه اواسط در که سوال واق در کند؟ بین پیش را خود به خود نظم

Phase Transition١

١



کاربرد با و هامیلتون همان یا وپی روس می های کنش برهم برای تا ی عبارت ی از شروع با که بود این سوال بود. متوسط میدان تقریب اعتبار

واق در است. لازم وپی روس می کنش برهم ی فاز هر برای که این یا کرد توصیف را ماده مختلف فازهای توان م اساساً آیا ، آماری انی م

را؟ یخ هم و را آب هم و داد توضیح را آب بخار هم تا ی هامیلتون ی از شروع با است ن مم ونه چ که بود این سوال

خود نظم مطالعه برای ای ساده مدل که نیست این خاطر به تنها مدل این اهمیت است. آماری انی م مدلهای ترین مهم از ی مدل این

فیزی در چه را ر دی های پدیده از زیادی بسیار تعداد که است این در ه بل است پادفرومغناطیس یا فرومغناطیس جامدات در مغناطیس بخود

های مدل از ر دی بسیاری خاستگاه آیزینگ مدل چنین هم نگاشت. مدل این از تغییرات یا مدل این به توان م علوم های شاخه ر دی در چه و

مطالعه در بار نخستین شناسیم م امروزه که ای ذره بس های مدل دقیق حل های روش از بسیاری است. شده آماری انی م در پذیر حل دقیقا

برای متنوع های راه چه اگر کنیم. م مطالعه بعد دو در سپس و بعد ی در نخست را آیزینگ مدل درس این در اند. شده معرف آیزینگ مدل

است. مدل این دقیق های حل روی ما تمرکز درس این در دارد، وجود آیزینگ مدل تقریبی حل

براگ‐ویلیامز روش به آیزینگ مدل تقریبی حل ٢

حاصل صورت به را ها اسپین احتمال تابع واق در ندارد. وجود ها اسپین بین همبستگ که کردیم فرض معنا ی به متوسط میدان تقریب در ٢

و رویم م فراتر تقریب این از کم ویلیامز و براگ توسط شده ابداع روش در حال گرفتیم. نظر در ها اسپین تک تک احتمال توابع از ضربی

گرفتن نادیده از ول است. تقریبی بازهم بریم م کار به ها همبستگ این گرفتن نظر در برای که روش البته گیریم. م نظر در را ها همبستگ

برای (بنابراین گیریم. م z را اسپین هر های همسایه تعداد یرید. ب نظر در نیست هم دوبعدی الزاما که منظم ه شب ی است. بهتر مسلما آنها

دانیم م گیریم. م N با برابر را ها اسپین کل تعداد ( است. ۶ با برابر عبی م بعدی سه ه شب برای و ۴ با برابر عدد این مربع بعدی دو ه شب

یی متغیرها که شود م معلوم کنیم فکر که کم اما آید. م بدست ها (s1, s2, · · · sN ) یعن ها اسپین های وضعیت روی جم با پارش تابع که

برابر منف های اسپین تعداد و N+ با برابر مثبت های اسپین تعداد که کنید فرض روحالت می هر در هستند. کمتر بزنیم جم ها آن روی باید که

Bragg-Williams٢
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بنابراین است. N− با

N+ +N− = N.

داریم: روحالت می همین در حال

N++ = هم کنار در ++ های اسپین تعداد

N−− = هم کنار در ‐ ‐ های اسپین تعداد

N+− = هم کنار در + ‐ های اسپین تعداد (١)

نوشت: زیر ل ش به را روحالت می ی انرژی توان م ترتیب این به

E = −J (N++ +N−− −N+−)−B(N+ −N−) (٢)

داریم: واق در نیستند. مستقل ر دی ی از متغیرها این همه اما

N+ +N− = N. (٣)

یرید. ب نظر در را مشخص روحالت می ی کنیم. م توجه زیر استدلال به روابط این فهم برای دارد. وجود نیز متغیرها بین بیشتری روابط اما

برابر مثبت های اسپین همه حول اتصالات تعداد بنابراین دارد. وجود اتصال تا z مثبت اسپین هر حول روحالت، می این در را مثبت های اسپین

اسپین همه برای را کار این وقت البته .N+− حالت در بقیه و هستند ++ حالت در آنها تای N++ تعداد اتصال تعداد این از .zN+ با است

داریم: بنابراین شوند. م شمرده بار دو ++ اتصالات که شویم م متوجه دهیم انجام مثبت های

zN+ = 2N++ +N+− (۴)

آوریم: بدست و دهیم انجام منف های اسپین برای توانیم م را کار همین

zN− = 2N−− +N+−. (۵)

متغیری دو هر توانیم م نیست. بییشتر تا دو مستقل متغیرهای تعداد دهد م نشان که آوردیم بدست رابطه سه داشتیم که متغیری پن بین بنابراین

خواهیم صورت این در کنیم. م انتخاب را N++ و N+ متغیرهای مثال عنوان به کنیم. انتخاب مستقل متغیرهای عنوان به خواهیم م که را

داشت:

N− = N −N+, N+− = zN+ − 2N++, (۶)
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و

N−− =
1

2
(z(N −N+)− (zN+ − 2N++)) =

1

2
(zN − 2zN+ + 2N++) (٧)

شد: خواهد نوشته زیر ل ش به روحالت می هر انرژی نتیجه در

E(N+, N++) = −J

2
zN − J(4N++ − 2zN+)−B(2N+ −N) (٨)

شود: م نوشته زیر صورت به نیز پارش تابع و

Z = e
βJzN

2

∑
microstates

eβJ(4N+++2zN+)+βB(2N+−N). (٩)

و راحت به پارش تابع دهیم، این ربط N+ به تنها بودیم توانسته را انرژی اگر بزنیم. جم ها روحالت می تمام روی بایست م پارش تابع این در

نوشتیم: م واق در شد. م حساب تقریبی هیچ بدون

Z =

N∑
N+=0

(
N

N+

)
e−βE(N+). (١٠)

است. نکته همین در ویلیامز و براگ ابتکار کنیم. مرتبط N+ به را N++ تقریب ی در بایست م بنابراین هست. هم N++ تابع انرژی ول

مغناطش همان جز نیست چیزی واق در که کرد تعریف را برد بلند نظم نوع ی توان م اسپین سیستم این در که کنیم م دقت آن فهم برای

شود: م تعریف زیر صورت به که شده ایجاد

m :=
N+ −N−

N
=

2N+ −N

N
, (١١)

یا

N+ = N
1 +m

2
. (١٢)

با: است برابر باشد مثبت حالت در اسپین ی که این احتمال

P (+) =
N+

N
=

1 +m

2
. (١٣)

خود از کنیم. م تعریف صورت این به را برد کوتاه نظم این است. تشخیص قابل اسپین سیستم این در هم برد کوتاه نظم نوع ی این بر علاوه

برد کوتاه نظم باشد بالاتر درصد این که چه هر کند. م همراستا خود با را اش همسایه های اسپین از درصدی چه مثبت اسپین ی که پرسیم م

۴



تعداد نسبت با است برابر احتمال این دهیم. م نشان P (++) با را باشند ++ حالت در همسایه اسپین دو که این احتمال واق در است. بیشتر

 : یعن اتصالات، کل به ‐مثبت مثبت های اسپین

P (++) =
N++
1
2zN

. (١۴)

حضور احتمال یعن اند،  مربوط هم به ای ساده روش به برد کوتاه نظم این و برد بلند نظم آن که است فرض این بر مبتن ویلیامز، ‐ براگ تقریب

یا است ر دی ی کنار در آنها تصادف حضور از ناش هم کنار در مثبت های اسپین

P (++) = P (+)P (+), (١۵)

که معناست این به که

N++
1
2zN

= (
N+

N
)2. (١۶)

گیریم:  م نتیجه رابطه این از

N++ =
1

2
zN(

N+

N
)2 =

1

2
zN(

1 +m

2
)2. (١٧)

داشت: خواهیم عبارت این کردن ساده از پس آوریم. م بدست m متغیر حسب بر را انرژی (٨) عبارت در مقادیر این ذاری جای با

E = −N
[
Jz

m2

2
+Bm

]
. (١٨)

بنویسیم: و کنیم استفاده استرلینگ تقریب از توانیم م چنین )هم
ln(N

N+)

)
= lnN !− lnN+!− ln(N −N+)! = N lnN −N+ lnN+ − (N −N+) ln(N −N+)

− N
[
(
1 +m

2
) ln(

1 +m

2
) + (

1−m

2
) ln(

1−m

2
)
]
=: NH(m). (١٩)

صورت به پارش تابع بنابراین کند. م اختیار 1 و −1 بین را ای پیوسته مقدار هر m کند، م اختیار N تا صفر از را مقداری هر N+ که آنجا از

شد: خواهد نوشته زیر

Z =

∫
dme

βN

[
H(m)+Jzm2

2 +Bm

]
=

∫
dmeβF (m). (٢٠)

با: است برابر اش پاس کرد. حل زین نقطه تقریب از استفاده با توان م را انتگرال این است، بزرگ خیل N که آنجا از

Z ≈ eF (m0)
√
2π|F ′′(m0)| (٢١)

۵



آید: م بدست زیر معادل حل با ماکزیمم نقطه این است. ماکزیمم F (m) تابع آن در که است ای نقطه m0 آن در که

F ′(m) |m=m0
= 0 (٢٢)

یا و

−1

2
ln(

1 +m0

2
) +

1

2
ln(

1−m0

2
) + βJzm0 +B = 0. (٢٣)

نوشت: زیر ل ش به توان م را معادله این که دهید نشان تمرین: n

m0 = tanh(β(Jzm0 +B)). (٢۴)

تبدیل m0 = tanhβJzm0 آشنای رابطه به مغناطس میدان غیاب در و دهد م نشان را مغناطیس سیستم این حالت معادله واق در رابطه این

است. بخود خود مغناطش دارای سیستم این T < T0 := Jz
k دمای در که دهد م نشان و ایم شده آشنا آن با گذشته های درس در که شود م

آیزینگ بعدی دو مدل ٣

را مدل این دقیق حل توانست ١٩۴٠ دهه در ٣ آنساگر لارس بار نخستین پردازیم. م بعدی دو آیزینگ مدل دقیق حل بررس به بخش این در

خود به خود مغناطش دارای و شده فاز گذار دچار محدود دمای ی در واقعا مدل این که دهد نشان و آورد بدست صفر مغناطیس میدان در البته

سطر N دارای که دوبعدی مدل برای انتقال ماتریس بزنید حدس توانید م که همانطور است. انتقال ماتریس روش بر مبتن آنساگر حل شود. م

است. دشواری بسیار کار دقیق و تحلیل صورت به آن مقدار ویژه بزرگترین پیداکردن بنابراین و است بعدی 2N ماتریس ی است ستون N و

آن از است. ن مم فاز گذار که دهد نشان دقیق طور به بار اولین برای و دهد انجام را کار این است توانسته که است این نیز آنساگر کار اهمیت

که اند شده تعریف دوبعد در نیز ری دی متنوع های مدل ه بل است شده کشف آیزینگ مدل حل برای مختلف های روش تنها نه کنون تا هنگام

نوع این مطالعه به ۵ پذیر» انتگرال های مدل یا« ۴ پذیر» حل های «مدل نام تحت فیزی از ای شاخه امروزه هستند. حل قابل دقیق صورت به

Lars Onsager٣

Exactly Solvable Models۴

Integrable Models۵

۶



a b

c
de

. بعدی دو آیزینگ ه شب در بسته های حلقه :١ ل ش

حل برای بسط نوع دو معرف به نخست ما بخش این در پردازد. م ر دی ی با آنها ارتباط و میدان نظریه در هم و آماری انی م در هم ها مدل

به را فاز گذار نقطه توان م آن کم به که کنیم م معرف را ۶ دوگان نام به فیزی مهم مفهوم ی سپس و پردازیم م آیزینگ مدل اختلال

کنیم. م مطالعه را دوبعدی آیزینگ مدل برای حل روش ی آخر دست آورد. بدست دقیق طور به وجود فرض

بالا دمای بسط ٣ . ١

واق در است. مفید باشد، نظم بی تقریبا سیستم و باشد kT >> J که وقت یعن بالا دماهای در که است اختلال روش ی بالا دمای بسط

مدل پارش تابع اختلال بسط در کمتری جملات با توان م باشد بالاتر دما که چه هر بنابراین و دارد J
kT مقدار به مستقیم بستگ بسط پارامتر

آورد. بدست خوب دقت با را آیزینگ

زیراست: ل ش به آیزینگ مدل هامیلتون که دانیم م

H = −J

′∑
i,j

sisj . (٢۵)

از است عبارت پارش تابع

Duality۶

٧



Z =
∑
S

eβJ
∑′

i,j sisj ≡
∑

s1,s2,···sN

∏
links

eβJsisj . (٢۶)

ی منهای یا و است ی یا همواره sisj که است این به متک رابط این صحت برقراراست. همیشه زیر رابطه که داد نشان توان م براحت

.

eKsisj = coshK + sisj sinhK = coshK(1 + sisj tanhK) =: coshK(1 + sisjτ) (٢٧)

.τ = tanhβJ درآن که کرد بازنویس زیر ل ش به را پارش تابع توان م درنتیجه

ZN (βJ) =
∑
S

∏
links

coshβJ(1 + sisjτ) = (coshβJ)L
∑
S

∏
links

(1 + sisjτ) (٢٨)

.L = 2N با برابراست اتصالات این تعداد دارد اسپین تا N که بعد دو در مربع ه شب ی برای است. ه شب اتصالات تمام تعداد L درآن که

برقراراست. پریودی مرزی شرایط که یم ا کرده فرض جا دراین

: بود خواهند زیر ترتیب به بسط اول جملات داد. بسط τ متوال قوای برحسب را عبارت این توان م

Z = (coshK)L
∑
S

∏
links

(1 + sisjτ)

= (coshK)L
∑
S

1 + τ(
∑
links

sisj) + τ2(
∑

doublelinks

sisjsksl) + τ3(
∑

triplelinks

sisjskslsmsn) + · · ·

(٢٩)

مختلف تایی سه اتصالات تمام روی جم معنای به
∑

triplelinks و مختلف اتصالات های جفت روی جم معنای به
∑

doublelinks ها درآن که

آخر. وال است

دارد. وجود ه شب در اتصال ی sisj هر با متناظر که کنید دقیت

حال مشهوراست. بالا دمای بسط به بسط ااین دهیم بسط τ قوای برحسب را عبارت این توانیم م و است کوچ τ بالا های دردمای که ازآنجا

است. ه شب های اسپین همه وضعیت روی جم معنای به
∑

S ها درآن که برقرارند همیشه زیر روابط که کنیم م توجه

∑
s

1 = 2
∑
s

s = 0 (٣٠)

٨



و

∑
S

1 = 2N
∑
S

si = 0 (٣١)

خواهندبود: باصفر برابر باشد شده ظاهر منفرد صورت به ها s از ی حت ها درآن که زیر عبارت مثل هایی عبارت بالا های درجم درنتیجه

∑
S

sisj · · · sk = 0 (٣٢)

(29) دررابطه که معناست این به حرف این باشد. شده ظاهر جفت صورت به ها s از هرکدام درآن که بود خواهند صفر مخالف هایی عبارت تنها

یعن . دهند یل تش بسته منحن ی (1) ل ش مانند آنها به مربوط اتصالات که ماند خواهند باق جملات تنها

Z = (coshK)2N2N
∑
Loop

τ lLoop (٣٣)

است. l طول به بسته های منحن تعداد Nlدرآن که

رابطه این توان م هاست. منحن این تعداد مولد تابع Q(τ) و است حلقه ی محیط lloop و است بسته های منحن تمام روی جم درآن که

کرد بازنویس زیر ل ش به را

ZN (K) = (coshK)2N2N
∞∑
l=0

Nlτ
l = (coshK)2N2NQN (τ) (٣۴)

بسط این مناسبت همین به است کوچ باشد کوچ J
kT که وقت τ پارامتر که کنید دقت است. l طول به بسته های منحن تعداد Nl درآن که

نامند. م بالا دمای بسط را

پایین دمای بسط ٣ . ٢

دماهای برای که کنیم م مطالعه را بسط ر دی نوع ی حال نظم. بی فاز در است بسط که کردیم مطالعه را بالا دمای بسط گذشته بخش در

نویسیم: م زیر ل ش به را هامیلتون بسط این فهم برای است. مناسب پایین

H = J
∑
i,j

(1− sisj)− 2N = H0 − 2NJ (٣۵)

٩



بنویسیم: توانیم م است. شده نوشته متفاوت ل ش به تنها نیست متفاوت قبل هامیلتون با هامیلتون این که کنید دقت

ZN = e2βNJ
∑
{s}

e−βJ
∑

⟨i,j⟩(1−sisj) (٣۶)

همه که حالت یعن منظم حالت دهد م نشان وضوح به که ایم نوشته ل ش به را هامیلتون ثابت مقدار ی کردن زیاد و کم با که کنید دقت

اگر بنابراین برند. م بالا 2J اندازه به را انرژی مقدار نباشند هم مثل که مجاوری اسپین دو هر و دارد. صفر انرژی مقدار هستند هم مثل ها اسپین

که یرید ب نظر در را حالت حال دارد. صفر انرژی حالت این یریم ب نظر در را هستند +1 حالت در ها اسپین همه که حالت مثل منظم حالت ی

برابراست حالت این انرژی آنگاه باشد، l با برابر جزیره این محیط اگر اند. کرده اختیار را −1 مقدار و اند برگشته ها اسپین از ای جزیره ها آن در

آن انرژی است l با برابر آن محیط کل طول که انجا از باشد. چندپارچه یا پارچه دو یا پارچه ی جزیره این که نیست مهم که کنید دقت .2Jl با

ها آن انرژی نتیجه در و اند برگشته ها اسپین آنها در که هایی جزیره جز نیست چیزی یریم ب نظر در که را ری دی حالت هر است. 2Jl با برابر

بنویسیم: زیر صورت به توانیم م را پارش تابع بنابراین ها. جزیره این محیط کل طول برابر 2J با است برابر

ZN = e2βNJ
∞∑
l=0

Nle
−2βJl (٣٧)

داریم بنابراین است. کرده تغییر آن درون متغیر چه اگر است Q تابع همان دارد وجود نیز بسط این در که تابع که شود م دیده

ZN = e2βNJQN (e−2βJ). (٣٨)

دوگان ۴

تابع مقدار داشتن با شود م باعث که است ساده خیل تقارن ی بودن فرد و زوج ایم. شده آشنا فرد و زوج توابع با ریاض مقدمات های درس در

دهد. م نشان را متقارن تابع ی از ری دی نمونه تناوبی تابع ی آوریم. بدست نیز متغیر از ر دی مقدار ی برای را آن مقدار متغیر، ی برای

خود از حال دانیم. م نیز x = 0.1 برای نیز آن مقدار بدانیم x = برای10 را تابع این مقدار هرگاه . است f(x) = x+ 1
x تابع ر دی مثال ی

آیزینگ مدل پارش تابع که است ن مم آیا باشد؟ داشته خاصیت چنین نوع به نیز آیزینگ مدل پارش تابع که است ن مم آیا که کنیم م سوال

آن نظیر یا بودن زوج مثل ساده رابطه ی وجود صورت در ارتباط این که داریم انتظار طبیعتا البته باشند؟ مرتبط هم به پایین و بالا دماهای در

١٠



خاصیت این از آنها هستند. شدن تبدیل قابل هم به و هستند هم به شبیه کاملا بسط دو این که شدند متوجه ٧ وانیر و کرامرز بار نخستین نباشد.

پارش تابع رابطه یعن رابطه این آورند. بدست دقیق طور به را گذار دمای توانستند باشد داشته وجود فاز گذار ی اینکه فرض با و کردند استفاده

. ٨ است معروف وانیر کرامرز‐ دوگان به پایین دمای در و بالا دمای در آیزینگ مدل

دمای بسط هرگاه داریم. J کنش برهم ثابت با آیزینگ مدل ی که کنید فرض بفهمیم. را وانیر کرامرز‐ دوگان کنیم م سع بخش این در

داشت: خواهیم بنویسیم T دمای در را مدل این پارش تابع برای را بالا

ZN (K) = 2N (coshK)2NQN (tanhK) (٣٩)

رابطه بنابر آنگاه کنیم. استفاده پایین دمای بسط از و بنویسیم T ′ دمای در را پارش تابع مدل این برای کنیدکه فرض حال . K = J
kT آن در که

داشت:  خواهیم (٣٨)

ZN (K ′) = e2K
′NQN (e−2K′

), (۴٠)

محاسبه که کنید دقت دارد؟ وجود پایین دمای و بالا دمای در مدل ی پارش تابع یعن پارش تابع دو این بین ای رابطه آیا .K ′ = J
kT ′ در آن که

است این هم کار این دلیل کنیم. پیدا را ای رابطه چنین بتوانیم شاید سخت این علیرغم اما است. سخت بسیار کار آیزینگ مدل برای پارش تابع

متفاوت متغیرهای تابع این در اگرچه اند شده نوشته تابع ی حسب بر آنها دوی هر که بینیم م کنیم م نگاه (۴٠،٣٩) های رابطه به وقت که

این تنها نداریم آن محاسبه به نیازی جا دراین ول کرد حساب توان م بسیار سخت با را تابع این خود است. رفته کار به پایین و بالا دمای برای

دو بین را QN تابع که است این نیم ب باید که کاری تنها دوگان رابطه فهم برای است. رفته کار به تابع این پارش تابع هردو در که است مهم

دهیم م قرار بنابراین دهیم. قرار مساوی هم با را تابع دو متغیرهای که است این کار این لازمه البته کنیم. حذف (۴٠ ،٣٩) پارش تابع عبارت

e−2K′
= tanhK. (۴١)

زیر: رابطه با است معادل بالا رابطه که دهید نشان تمرین: n

sinh 2K sinh 2K ′ = 1. (۴٢)

T وقت که معناست این به امر این بالعکس. و است بزرگ K ′ = J
kT ′ است کوچ K = J

kT وقت کند م بیان رابطه این که کنید دقت

بالعکس. و است کوچ T ′ باشد، بزرگ

Krammers and Wannier٧

Krammers-Wannier Duality٨
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داریم: کنند صدق (۴٢) رابطه در که دمایی دو هر برای حال

ZN (K)

2N (coshK)2N
=

ZN (K ′)

e2K′N
. (۴٣)

J/k از تر پایین ری دی و J/k از بالاتر ی که متفاوت دمای دو در آیزینگ مدل پارش تابع یعن خواستیم م که است ای رابطه همان این

ی که ویند ب ما به کنید فرض . کردیم اشاره آن به بخش این ابتدای در که ای ساده مثال به گردیم برم بازهم اند. شده داده ربط هم به است

م آیا است؟ ای نقطه چه نقطه این شما نظر به است. ناپیوسته هایش مشتق از ی یا خودش یا یعن است غیرتحلیل نقطه ی در تنها زوج تابع

براحت کنید؟ پیدا را نقطه آن دارد تکین نقطه ی تنها و است زوج تابع اینکه یعن شده داده اطلاعات با تنها تابع دقیق ل ش دانستن بدون توانید

است. 0 نقطه نظر مورد نقطه و است مثبت سوال این پاس که کنید قان را خودتان توانید م

تقارن دارای تابع ی که ویند ب شما به هرگاه تمرین: n

f(x) = f(
1

x
) (۴۴)

است؟ کدام نقطه آن دارد، غیرتحلیل نقطه ی تنها و است

ذرات تعداد واحد بر را طرفین و گیریم م اریتم ل (۴٣) رابطه طرفین از بیشتر وضوح برای کنیم. م توجه (۴٣) رابطه به ساده مثال این از بعد

آوریم م fبدست := limN−→∞
lnZN

N تعریف با کنیم. م حساب

f(K) = f(K ′) + ln 2(coshK)2 − 2K ′ (۴۵)

فاز دو تنها مدل این یعن دارد وجود فاز گذار نقطه ی تنها وجود، صورت در آیزینگ، مدل در که دانیم م فیزی مشاهده و استدلال از

نقطه یعن است. نقطه ی در فقط تکینگ این باشد تکینگ دارای آزاد، انرژی تابع یا اش پارش تابع اگر و دارد نظم بی ری دی و منظم ی

آيد: م بدست زیر رابطه از (۴٢) رابطه و تساوی این به توجه با فاز گذار نقطه بنابراین شود. م برقرار K = K ′ شرط که ای

sinh 2Kc sinh 2Kc = 1. (۴۶)

با: برابراست بحران دمای که دهید نشان و کنید استفاده رابطه این از تمرین: n

kTc =
2J

ln(1 +
√
2)

. (۴٧)
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دوبعدی آیزینگ مدل دقیق حل ۵

ماتریس N ×N مربع ه شب ی برای شد. حل انتقال ماتریس روش به ٩ آنساگر لارس توسط ١٩۴۴ سال باردر نخستین دوبعدی آیزینگ مدل

ماتریس مقدار ویژه بزرگترین آوردن بدست نیازمند ترمودینامی حد در مدل این پارش تابع محاسبه است. بعدی 2N × 2N ماتریس ی انتقال

کامپیوترهای با را ماتریس چنین است. ١٠٢۴ بعد با مربع ماتریس ی آن انتقال ماتریس باشیم، داشته ١٠ در ١٠ ه شب ی هرگاه است. انتقال

ترمودینامی حد به شدن نزدی برای دارد. فاصله خیل ترمودینامی حد با ١٠ در ١٠ ه شب ی اما کرد. قطری براحت توان م امروزی

2100 ∼ 1030 بعد با مربع ماتریس ی ای ه شب چنین انتقال ماتریس است. اسپین هزار ١٠ تنها شامل که گیریم م ١٠٠ در ١٠٠ را ه شب

با خواه را آیزینگ مدل دقیق حل اهمیت توانیم یم که است ترتیب این به ندارد. نیز را هایش درایه کردن ذخیره توانایی کامیپتری هیچ که است

از آن جای به و پرداخت نخواهیم آنساگر حل به درس این در بفهمیم. ری دی های روش یا آنساگر اولیه روش یعن انتقال ماتریس روش از استفاده

ریچارد نیز سالها همان و شد ابداع ١٠ وارد و کتز  توسط مشترکاً ١٩۵٢ در آنساگر از بعد سال هشت روش این پردازیم. م ها حلقه شمارش روش

بخوانیم. ١١ کتز‐وارد‐فاینمن روش یا ها حلقه شمارش روش را روش این توانیم م دلیل همین به کرد. ایفا روش این اصلاح در مهم سهم فاینمن

گراف تمام روی جم نیازمند که QN (τ) تابع محاسبه به ایم کرده تبدیل را مسئله که معنا این به ایم داده انجام قبلا را کار مقدمات بخش

است. ه شب در بسته های

ZN (βJ) = 2N (coshβJ)2NQN (τ) τ := tanh(βJ) (۴٨)

آن در که

QN (τ) :=
∑
l=1

Nlτ
l (۴٩)

داریم کار سرو زیاد محیط با های حلقه با که وقت که است دراین کار دشواری است. ه شب در l طول به بسته های منحن تمام تعداد Nl آن در که

کار این دید خواهیم ادامه در چنانچه وجود این با کند. م دشوار را آنها سیستماتی شمارش که دارد وجود ها گراف این از زیادی خیل انواع

دقت به را مفهوم چند نخست است. QN (τ) تابع محاسبه ما هدف . رابطه (٣۴) به گردیم بازم ادامه برای داد. انجام دقیق طور به توان م را

کنیم:  م تعریف

Lars Onsager٩

Ward and Kac١٠

Kac-Ward-Feynman Method١١
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بدون بازگردیم نقطه همان به و کنیم شروع ه شب از نقطه ی از توانیم م که l طول به مسیرهای تعداد از است عبارت n(l) تابع تعریف: n

کنند. قط را خود بایست نم و باشند پارچه ی بایست م گیریم م نظر در که مسیرهایی تمام شویم. رد دوبار ضل ی از اینکه

با Q(τ) تابع از دادنش تمیز برای را تابع این دهیم. انجام پارچه ی های حلقه همه برای را ها حلقه روی جم بتوانیم که کنید فرض

دهیم. م نمایش Q(1)(τ)

Q(1)(τ) =

∞∑
l=1

N (1)(l)τ l, (۵٠)

این پاس کنیم؟ چه را پارچه چند مسیرهای بقیه که است این سوال حال است. l طول به پارچه ی های حلقه تمام تعداد N (1)(l) آن در که

بنویسیم: توانیم م اینکه آن و است ساده سوال

Q(τ) = eQ
(1)(τ). (۵١)

دهیم: م بسط را راست طرف رابطه این درک برای

Q(τ) = 1 +Q(1)(τ) +
1

2!
Q(1)(τ)Q(1)(τ) +

1

3!
Q(1)(τ)Q(1)(τ)Q(1)(τ) + · · · . (۵٢)

دوباره از تا است شده تقسیم دو بر نیز حاصل و است پارچه دو های حلقه همه سهم بعدی جمله است. پارچه ی مسیرهای همه سهم اول جمله

هرگاه شوند. م شمرده پارچه چند یا دو مسیرهای عنوان به کنند م قط را خودشان که مسیرهایی ترتیب این به آخر. ال و شود پرهیز شماری

در یعن سه رتبه در باشد تقاط نقطه دو دارای مسیر ی گاه هر و Q(1)(τ)Q(1)(τ) در یعن ٢ رتبه در باشد تقاط نقطه ی دارای مسیر ی

آخر. ال و شود م شمرده Q(1)(τ)Q(1)(τ)Q(1)(τ)

محاسبه به داد تقلیل توان م را محاسبه این است. ه شب تمام در l طول به بسته های حلقه تعداد یعن N (1)(l) محاسبه نیازمند Q(1)(τ) تابع

دهیم نشان n(l) با را تعداد این اگر گردند. م باز آن به و کنند م شروع (0, 0) نقطه مثلا مبدا نقطه ی از که l طول به بسته های حلقه تعداد

که شود م معلوم براحت آنگاه

N (1)(l) =
Nn(l)

l
.

نقاط یعن نقاط این از تا l اما تاست. N نقاط این تعداد و باشد ری دی نقطه هر A جای به تواند م شروع نقطه که است این هم اش دلیل

کرد. تقسیم l بر را نهایی عدد بایست م بنابراین شوند. م شمرده بار l واق در و شوند م مسیر ی به منجر هم هستند مسیر روی که

١۴



آید: درم زیر ل ش به Q(1)(τ) تابع حساب این با

Q(1)(τ) =

∞∑
l=1

Nn(l)τ l

l
(۵٣)

کسب τ اندازه به وزن یا امتیاز ی گام هر در که یرید ب نظر در را متحرک کنیم. نگاه مسئله این به ری دی زاویه از توانیم م تعریف: n

فرصت گام l کردن ط اندازه به متحرک این به حال .τ l با است برابر کند م اختیار که وزن بردارد قدم l متحرک این اگر حال کند. م

تابع با را وزن این کند. م کسب اولیه نقطه به بازگشت و بسته مسیرهای همه کردن ط در که کنیم م حساب را وزن کل و دهیم م

کنند. قط را خود بایست نم و باشند پارچه ی بایست م گیریم م نظر در که مسیرهایی تمام دهیم. م نشان n(l, τ) := n(l)τ l

درست زیر مقادیر مربع ه شب ی در که کند قان را خود تواند م براحت خواننده کرد. محاسبه براحت توان م کم مقادیر برای را تابع این

اند:

n(1, τ) = n(2, τ) = n(3, τ) = 0 n(4, τ) = 4τ4 n(6, τ) = 12τ6, n(8, τ) = cτ8. (۵۴)

کنید. حساب بالا رابطه در را c تناسب ضریب تمرین: n

نکردن ط باره دو چنین هم و مسیر نکردن قط در که است امتناع هم آن دلیل است. سخت بسیار زیاد های طول برای n(l, τ) تابع محاسبه

این .n(l, τ) تابع محاسبه به است شده موکول آیزینگ مدل پارش تابع محاسبه در چیز همه که رسد م نظر به ترتیب این به دارد. وجود ضل ی

وقت که است این نکته کنیم. توجه مهم خیل نکته ی به بایست م آوریم بدست را دقیق واقعا حل اینکه برای اما است درست تقریبا استدلال

مسیرهایی چنین شوند. م پدیدار نیز است، شده داده نشان (٢) در (d) ل ش در که آنچه مثل مسیرهایی کنیم م حساب را Q(1)2(τ) عبارت

محدود با که کنید دقت نیم. ب فکری غیرمجاز مسیرهای پیدایش از جلوگیری چنین برای بایست م شوند. شمرده بایست نم اصلا و غیرمجازند

مسیرهای که خواهیم م شوند. شمرده بالاتر های رتبه در تقاط دارای مسیرهای که ایم کرده کاری غیرمتقاط مسیرهای تنها شمارش به خود کردن

م کار این برای شوند. شمرده اخر ال و چهارم رتبه در تقاط سه با مسیرهای و سوم رتبه در تقاط دو با مسیرهای دوم، رتبه در تقاط ی با

باشد: داشته را زیر های خاصیت که بنویسیم چنان را ی رتبه تابع بایست

a گراف مثل مجاز گراف ی بنابراین باشد. نداشته وجود آن در متقاطع مسیر هیچ گفتیم، اش تعریف در که همانطور الف‐ n

خواهند شمرده پارچه سه مسیر ی عنوان به ل ش همان در b مثل مجاز گراف ی و پارچه دو مسیر ی عنوان به (٢) ل ش در

شد.
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حت (٢) ل ش در c مسیر مثل مسیری بنابراین باشد. نداشته وجود نیز است شده ط دوبار ضل ی آن در که مسیری هیچ ب‐ n

شود. شمرده نباید ی رتبه در

نشود. پدیدار (٢) ل ش در (d) گراف مثل مسیرهایی بالاتر های مرتبه در پ‐ n

دهیم: م انجام را کار این بعدی بخش در و خوانیم م ی رتبه تابع اصلاح مجموعا را کارها این

ی رتبه تابع اصلاح ١ . ۵

جالب و زیبا اندازه بی کرد حل ترفند ی با توان م را کار دو هر که این دهد. انجام را کار دو بایست م ی رتبه تابع اصلاح که کنید دقت

که این به بسته گام هر در متحرک حرکت نحوه به گام هر در و گیریم م نظر در را دار جهت مسیرهای ساده مسیرهای جای به اینکار برای است.

نامیم. م nω(l, τ) را آوریم م بدست که تابع n(l, τ) تابع بجای . دهیم م وزن باشد چپ یا راست به چرخش یا عقب یا جلو به رو او گام

کنند. قط نیز را خود توانند م ها منحن و است l طول به دار جهت و پارچه ی های منحن تمام روی جم تابع این

که آنجا از شوند. م برطرف فوق گانه سه الات اش همه و کند م اختیار −1 کل وزن تقاط بدون پارچه ی مسیر هر دید خواهیم چنانکه

تقیسم −2 بر را آمده بدست تابع که است کاف نهایتا کند، م اختیار −1 وزن جهت دو هر در و شود م ط مختلف جهت دو در مجاز مسیر ی

داریم: بنابراین کنیم.

n(l, τ) =
−1

2
nω(l, τ). (۵۵)

شود. م فوق گانه سه الات اش شدن برطرف باعث ها وزن ونه چ که دهیم م توضیح حال

بدون مسیرهای که باشد چنان بایست م ده وزن این دهیم. م وزن ی مسیر هر به کنیم حذف را متقاط مسیرهای اینکه برای نخست

کنیم. م انتخاب زیر ترتیب به را وزن کنند. خنث را ر دی ی های وزن تقاط با مسیرهای و کنند اختیار −1 وزن تقاط

١۶



دوبار که هستند هایی ضل شامل چون غیرمجازند، d و c های گراف و مجاز b و a های گراف آیزینگ. مدل حل در مجاز های گراف :٢ ل ش

شوند. پدیدار بایست نم آیزینگ مدل پارش تابع بسط در جملات چنین اند. شده ط

همان به بسته دار جهت مسیر ی ط از پس و کرده شروع A مثل ای نقطه از که گیریم م نظر در متحرک ی مسیرها: وزن تعریف n

هم در را ها وزن این سرانجام و دهیم م نسبت را زیر های وزن ‐ام l قدم مثل متحرک این قدم هر به صورت این در گردد. برم نقطه

آید. بدست دار جهت مسیر آن کل وزن تا کنیم م ضرب

wl =



e
iπ
4 , راست به گردش

e
−iπ
4 , چپ به گردش

1, جلو به رو حرکت

0, عقب به حرکت


. (۵۶)
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با است برابر گیرد م که وزن حالت دو هر در گرد چپ جهت در چه و شود ط گرد راست جهت در چه تقاط بدون مسیر ی ترتیب این به

ωtotal =
∏
l

ωl = e±iπ
4 = −1 (۵٧)

مسیرهای همه ما که انجا از برسد. اش اولیه نقطه به تا −π زاویه یا کند م ط π زاویه یا متحرک این حالت دو هر در که است این هم اش دلیل .

تقسیم دهیم م مسیر هر به که را وزن بایست م بدهیم، ی وزن نهایتا ای بسته مسیر هر به که آن برای گرفت خواهیم نظر در را ن مم دار جهت

آیا که ببنیم خواهیم م حال است. گرفته −1 وزن گرد راست جهت برای هم بار ی و گرد چپ جهت برای بار ی مسیر این زیرا کنیم، −2 بر

نه. یا شود م برآورده ایم گفته بالا در پ تا الف های ملاک در که ما کل منظور دادن وزن شیوه این با

(٣) ل ش : ی رتبه در متقاط مسیرهای حذف ونگ چ ‐ الف n

به که وزن کل ترتیب این به شود. ط تواند م گرد پادساعت یا گرد ساعت جهت دو در مسیر این یریم ب نظر در را تقاط بدون مسیر ی هرگاه

رتبه در که است این اصل نکته آید. بدست واقع عدد تا کنیم تقسیم دو بر را مسیرها تعداد پایان در توانیم م است. −2 با برابر شود م داده آن

درهمان کنند م قط را خود که مسیرهایی به که است این ها وزن این کارِ ، بنابراین نشود. شمرده متقاطع مسیر هیچ Q(1)(τ) تابع در یعن ی

عمل مقصود این آیا ببینیم که این برای نشوند. پدیدار Q(1)(τ) تابع در مسیرها این که کنند کاری و بدهند صفر وزن ی رتبه در اولیه شمارش

با مطابق و کنید شروع رنگ سیاه نقطه از است. شده داده نشان (٣) ل ش در که مسیری مثل یریم ب نظر در را متقاط مسیر ی نه، یا شود م

کنند. م خنث را ر دی ی دو این وزن که دید خواهید بدهید. وزن b و a های ل ش مسیرهای به (۵۶) قاعده
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<latexit sha1_base64="glsIYP92PSMcW8DkNNhZ8pvJRFs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9eKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8d2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqixVuOmX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu12zyOIpzAKZyDB1dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4Akt+MxQ==</latexit><latexit sha1_base64="glsIYP92PSMcW8DkNNhZ8pvJRFs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9eKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8d2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqixVuOmX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu12zyOIpzAKZyDB1dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4Akt+MxQ==</latexit><latexit sha1_base64="glsIYP92PSMcW8DkNNhZ8pvJRFs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9eKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8d2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqixVuOmX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu12zyOIpzAKZyDB1dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4Akt+MxQ==</latexit><latexit sha1_base64="glsIYP92PSMcW8DkNNhZ8pvJRFs=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9eKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8d2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqixVuOmX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJr/2MyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3Liu12zyOIpzAKZyDB1dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4Akt+MxQ==</latexit>

صفر با برابر ها وزن مجموع بدهیم،  وزن b و a های ل ش مسیرهای به (۵۶) قاعده با مطابق و کنیم شروع رنگ سیاه نقطه از هرگاه :٣ ل ش

بود. خواهد

.(۴) ل ش است، شده ط دوبار ضل ی ها آن در که ی رتبه مسیرهای حذف ونگ چ ب‐ n

دیدیم (٣) ل ش در که آنچه با و نیستند متقاط گفتیم قبلا که معنایی به مسیرها این کنیم. م نگاه (۴) ل ش در شده داده نشان مسیرهای به

(b) و (a) مسیر دو به اگر نه. یا دهد م رخ اتفاق این آیا ببینیم باید حال شوند. پدیدار بایست نم ی رتبه همان در مسیرهایی چنین متفاوتند.

خواهیم بدهیم وزن مسیر هر به (۵۶) قاعده با مطابق و کنیم شروع مسیرها این روی رنگ سیاه نقطه مثلا نقطه ی از و کنیم نگاه (۴) ل ش در

کنند. م خنث را ر دی ی مسیر دو وزن که دید

١٩



b
<latexit sha1_base64="s6L+Z+fhtGywXDdOyCIOKOnOTTA=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWYwKFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz/E44zm</latexit><latexit sha1_base64="s6L+Z+fhtGywXDdOyCIOKOnOTTA=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWYwKFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz/E44zm</latexit><latexit sha1_base64="s6L+Z+fhtGywXDdOyCIOKOnOTTA=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWYwKFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz/E44zm</latexit><latexit sha1_base64="s6L+Z+fhtGywXDdOyCIOKOnOTTA=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWYwKFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz/E44zm</latexit>

a
<latexit sha1_base64="DcxH1t8VfbGREJT8ZMrfQnx14cc=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrSYdlCtu1V2IrIOXQwVyNQblr/4wZmmE0jBBte55bmL8jCrDmcBZqZ9qTCib0BH2LEoaofazxaIzcmGdIQljZZ80ZOH+nshopPU0CmxnRM1Yr9bm5n+1XmrCGz/jMkkNSrb8KEwFMTGZX02GXCEzYmqBMsXtroSNqaLM2GxKNgRv9eR1aF9VPcvN60r9No+jCGdwDpfgQQ3qcA8NaAEDhGd4hTfn0Xlx3p2PZWvByWdO4Y+czx/DX4zl</latexit><latexit sha1_base64="DcxH1t8VfbGREJT8ZMrfQnx14cc=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrSYdlCtu1V2IrIOXQwVyNQblr/4wZmmE0jBBte55bmL8jCrDmcBZqZ9qTCib0BH2LEoaofazxaIzcmGdIQljZZ80ZOH+nshopPU0CmxnRM1Yr9bm5n+1XmrCGz/jMkkNSrb8KEwFMTGZX02GXCEzYmqBMsXtroSNqaLM2GxKNgRv9eR1aF9VPcvN60r9No+jCGdwDpfgQQ3qcA8NaAEDhGd4hTfn0Xlx3p2PZWvByWdO4Y+czx/DX4zl</latexit><latexit sha1_base64="DcxH1t8VfbGREJT8ZMrfQnx14cc=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrSYdlCtu1V2IrIOXQwVyNQblr/4wZmmE0jBBte55bmL8jCrDmcBZqZ9qTCib0BH2LEoaofazxaIzcmGdIQljZZ80ZOH+nshopPU0CmxnRM1Yr9bm5n+1XmrCGz/jMkkNSrb8KEwFMTGZX02GXCEzYmqBMsXtroSNqaLM2GxKNgRv9eR1aF9VPcvN60r9No+jCGdwDpfgQQ3qcA8NaAEDhGd4hTfn0Xlx3p2PZWvByWdO4Y+czx/DX4zl</latexit><latexit sha1_base64="DcxH1t8VfbGREJT8ZMrfQnx14cc=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrSYdlCtu1V2IrIOXQwVyNQblr/4wZmmE0jBBte55bmL8jCrDmcBZqZ9qTCib0BH2LEoaofazxaIzcmGdIQljZZ80ZOH+nshopPU0CmxnRM1Yr9bm5n+1XmrCGz/jMkkNSrb8KEwFMTGZX02GXCEzYmqBMsXtroSNqaLM2GxKNgRv9eR1aF9VPcvN60r9No+jCGdwDpfgQQ3qcA8NaAEDhGd4hTfn0Xlx3p2PZWvByWdO4Y+czx/DX4zl</latexit>

و ی وزن ها دیاگرام از ی که دید خواهید بدهید. وزن ها گام به (۵۶) قاعده با مطابق و کنید شروع رنگ سیاه نقطه از بازهم :۴ ل ش

شد. نخواهد ظاهر ی رتبه در دیاگرام نوع این نتیجه در و گرفت خواهد ی منهای وزن ری دی

. (۵) ل ش بالا، های رتبه در غیرمجاز مسیرهای حذف ونگ چ ‐ پ n

های رتبه در مسیرهایی است ن مم بازهم چیدیم ب و الف بندهای در که تمهیدات تمام وجود با اینکه آن و است مانده باق ر دی نکته ی اما

و غیرمتقاط مسیر دو گرفتن قرار هم کنار از دو رتبه در ها مسیر این .(۵) ل ش در چپ سمت مسیرهای مثل نباشند مجاز که آیند پدید بالاتر

دهیم نشان خواهیم م حال باشد. داشته وجود بایست نم مسیری چنین آیزینگ مدل پارش تابع در که دانیم م ول شود م پدیدار مجاز کاملا

حذف ی رتبه در مشابه دیاگرام ی با که است ترتیب این به نیز اش شدن حذف نحوه شود. م حذف آسایی معجزه طرز به نیز مسیری چنین که

بسط به اگر شود. نم ی رتبه در (۵) ل ش در راست سمت مسیر ظهور مان ایم گرفته نظر در که تمهیدات از کدام هیچ که کنید دقت شود. م

بینیم: م چیزی چنین کنیم، نگاه ها مسیر

Q(τ) = 1 +Q(1)(τ) + [Q(1)(τ)]2 + · · · = 1 + (α+ + α− + β+ + β− + γ+ + γ− + · · ·)

+
1

2
(α+ + α− + β+ + β− + γ+ + γ− + · · ·)2 + · · · (۵٨)

است ر دی های جمله سهم دهنده نشان · · · عبارت چنین هم ایم. گرفته نادیده را مختلف ضرایب و ایم کرده توجه Q(τ) تابع به فقط آن در که

یعن اول رتبه در مجاز مسیرهای گرفتن قرار هم کنار از دوم رتبه در ها حلقه این هستند. مجاز غیر همه چپ سمت های حلقه (۵) ل ش در .

٢٠



در شوند. م حذف γ− و γ+ مجاز مسیرهای توسط مسیرها این سهم ایم داده قرار که هایی وزن با اما شوند. م پدیدار α+, α−, β+, β−

است: برقرار زیر تساوی که دهیم نشان خواهیم م واق

γ+ + γ− +
1

2
(2α+β+ + 2α+β− + 2α−β+ + 2α−β−) = 0 (۵٩)

داریم: کنیم. نم توجه است ی مسیر دو هر برای که τ l ضریب از و کنیم نگاه ها وزن به فقط کار این برای

α+ = α− = β+ = β− =
e

−±iπ
4 ×4

−2
=

1

2
, (۶٠)

γ± =
e

∓iπ
4 ×0

−2
=

−1

2
. (۶١)

شد. خواهد برقرار (۵٩) رابطه بنابراین

صورت به توان م را آل ایده و محدود بسیار مسایل تنها که چرا هستیم روبرو تقریبی های روش با ما فیزی جای همه در مهم: نکته n

ای شاخه هر در مسایل نوع این حل برای کرد. حل تقریبی های روش از استفاده با بایست م را ای واقع مسئله هر تقریبا و کرد حل دقیق

دهد م نشان که دارد وجود کوچ پارامتر همواره اختلال روشهای این در است. شده ابداع ١٢ اختلال های روش نوع ی فیزی از

های بسط از اول جمله چند تنها توانیم م خواهیم م که دقت میزان به بسته شوند. م تر کم و کم مرور به بسط بالاتر های جمله اهمیت

با توان نم را مهم سوالات از بعض اما کنیم. حساب دلخواه تقریب با را خود علاقه مورد فیزی های کمیت و داریم نگاه را اختلال

محاسبه که صورت هر به آیزینگ مدل پارش تابع داد. پاس قاط طور به داریم نگاه را بیشتری جملات که هم چقدر هر ، اختلال بسط

تحلیل تابع ی تابع این بسط نوع هر در نتیجه در و است تحلیل جملات محدودی تعداد مجموع همواره اختلال بسط در کنیم اش

تابع به نمونه (برای داد. نخواهد نشان خود از تکینگ گونه هیچ و بود خواهد

1 + x+ x2 + · · ·xN

صورت به کند م میل نهایت بی سمت به N که وقت تنها و است x از تحلیل تابع ی همواره N از مقداری هر ازای به که کنید توجه

( شود. م ار آش اش تکینگ و آید م در 1
1−x

حل با واق در دهد. م رخ فاز گذار ی بعد دو در که است امر این دقیق اثبات واق در شده داده نشان آیزینگ مدل دقیق حل در که آنچه

مثال ی تنها ایم داده نشان جا این در آنچه که کنید توجه اما اید. داده انجام را خود غیراختلال محاسبه اولین شما آیزینگ مدل دقیق

Perturbative Method١٢
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<latexit sha1_base64="TKmunxZP5guCxb5HZpnvs4U4NPA=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMgCGFXAvEY9OIxgnlAsobeyWwyZGZ3nZkVQshPePGgiFd/x5t/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut5NbW9/Y3MpvF3Z29/YPiodHTR2nirIGjUWs2gFqJnjEGoYbwdqJYigDwVrB6Gbmt56Y0jyO7s04Yb7EQcRDTtFYqd0doJT4cNErltyyOwdZJV5GSpCh3it+dfsxTSWLDBWodcdzE+NPUBlOBZsWuqlmCdIRDljH0ggl0/5kfu+UnFmlT8JY2YoMmau/JyYotR7LwHZKNEO97M3E/7xOasIrf8KjJDUsootFYSqIicnsedLnilEjxpYgVdzeSugQFVJjIyrYELzll1dJ87LsVcrVu0qpdp3FkYcTOIVz8KAKNbiFOjSAgoBneIU359F5cd6dj0VrzslmjuEPnM8fqNSPvA==</latexit>

��

<latexit sha1_base64="SZGQWzG+LoRERz7GK/uT1yYkd5g=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgxbArgXgMevEYwTwgWUPvZDYZMrO7zswKIeQnvHhQxKu/482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TRVmDxiJW7QA1EzxiDcONYO1EMZSBYK1gdDPzW09MaR5H92acMF/iIOIhp2is1O4OUEp8uOgVS27ZnYOsEi8jJchQ7xW/uv2YppJFhgrUuuO5ifEnqAyngk0L3VSzBOkIB6xjaYSSaX8yv3dKzqzSJ2GsbEWGzNXfExOUWo9lYDslmqFe9mbif14nNeGVP+FRkhoW0cWiMBXExGT2POlzxagRY0uQKm5vJXSICqmxERVsCN7yy6ukeVn2KuXqXaVUu87iyMMJnMI5eFCFGtxCHRpAQcAzvMKb8+i8OO/Ox6I152Qzx/AHzucPq9yPvg==</latexit>

↵+�+

<latexit sha1_base64="+tNUglE9Wsa7WqfBmU0GviO2RPw=">AAAB+HicbVBNS8NAEN34WetHox69BIsgCCWRQj0WvXisYD+giWWznbZLN5uwOxFq6C/x4kERr/4Ub/4bt20O2vpgmMd7M+zsCxPBNbrut7W2vrG5tV3YKe7u7R+U7MOjlo5TxaDJYhGrTkg1CC6hiRwFdBIFNAoFtMPxzcxvP4LSPJb3OEkgiOhQ8gFnFI3Us0s+FcmIPlz4IaBpPbvsVtw5nFXi5aRMcjR69pffj1kagUQmqNZdz00wyKhCzgRMi36qIaFsTIfQNVTSCHSQzQ+fOmdG6TuDWJmS6MzV3xsZjbSeRKGZjCiO9LI3E//zuikOroKMyyRFkGzx0CAVDsbOLAWnzxUwFBNDKFPc3OqwEVWUocmqaELwlr+8SlqXFa9aqd1Vy/XrPI4COSGn5Jx4pEbq5JY0SJMwkpJn8krerCfrxXq3Phaja1a+c0z+wPr8ARBakrc=</latexit>

↵+��

<latexit sha1_base64="ejsyuDUnS15yNtLKwOBUiueN4xU=">AAAB+HicbVBNS8NAEN34WetHox69LBZBEEsihXosevFYwX5Ak5bJdtMu3WzC7kaoob/EiwdFvPpTvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLOlHacb2ttfWNza7uwU9zd2z8o2YdHLRWnktAmiXksOwEoypmgTc00p51EUogCTtvB+Hbmtx+pVCwWD3qSUD+CoWAhI6CN1LdLHvBkBL0LL6Aaepd9u+xUnDnwKnFzUkY5Gn37yxvEJI2o0ISDUl3XSbSfgdSMcDoteqmiCZAxDGnXUAERVX42P3yKz4wywGEsTQmN5+rviQwipSZRYDoj0CO17M3E/7xuqsNrP2MiSTUVZLEoTDnWMZ6lgAdMUqL5xBAgkplbMRmBBKJNVkUTgrv88ippXVXcaqV2Xy3Xb/I4CugEnaJz5KIaqqM71EBNRFCKntErerOerBfr3fpYtK5Z+cwx+gPr8wcTYpK5</latexit>

↵���

<latexit sha1_base64="tJT/eVIDOBMDrhZ+cCPRfvdgOYQ=">AAAB+HicbVBNS8NAEN34WetHox69BIvgxZJIoR6LXjxWsB/QxLLZTtulm03YnQg19Jd48aCIV3+KN/+N2zYHbX0wzOO9GXb2hYngGl3321pb39jc2i7sFHf39g9K9uFRS8epYtBksYhVJ6QaBJfQRI4COokCGoUC2uH4Zua3H0FpHst7nCQQRHQo+YAzikbq2SWfimREHy78ENC0nl12K+4czirxclImORo9+8vvxyyNQCITVOuu5yYYZFQhZwKmRT/VkFA2pkPoGippBDrI5odPnTOj9J1BrExJdObq742MRlpPotBMRhRHetmbif953RQHV0HGZZIiSLZ4aJAKB2NnloLT5woYiokhlClubnXYiCrK0GRVNCF4y19eJa3Lilet1O6q5fp1HkeBnJBTck48UiN1cksapEkYSckzeSVv1pP1Yr1bH4vRNSvfOSZ/YH3+ABZ4krs=</latexit>

↵��+

<latexit sha1_base64="z5RneG4DGlvQu+6Mfh8v7peRB0I=">AAAB+HicbVBNS8NAEN34WetHox69LBZBEEsihXosevFYwX5Ak5bJdtMu3WzC7kaoob/EiwdFvPpTvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLOlHacb2ttfWNza7uwU9zd2z8o2YdHLRWnktAmiXksOwEoypmgTc00p51EUogCTtvB+Hbmtx+pVCwWD3qSUD+CoWAhI6CN1LdLHvBkBL1LL6Aaehd9u+xUnDnwKnFzUkY5Gn37yxvEJI2o0ISDUl3XSbSfgdSMcDoteqmiCZAxDGnXUAERVX42P3yKz4wywGEsTQmN5+rviQwipSZRYDoj0CO17M3E/7xuqsNrP2MiSTUVZLEoTDnWMZ6lgAdMUqL5xBAgkplbMRmBBKJNVkUTgrv88ippXVXcaqV2Xy3Xb/I4CugEnaJz5KIaqqM71EBNRFCKntErerOerBfr3fpYtK5Z+cwx+gPr8wcTcJK5</latexit>

یعن اول رتبه در مجاز مسیرهای گرفتن قرار هم کنار از دوم رتبه در ها حلقه این هستند. مجاز غیر همه چپ سمت های حلقه :۵ ل ش

هستند، مجاز غیر نیز خود که γ− و γ+ مسیرهای توسط مسیرها این سهم ایم داده قرار که هایی وزن با اما شوند. م پدیدار α+, α−, β+, β−

شوند. م حذف

ملاحظات نوع همین دقیقا و دهد م رخ اختلال های رتبه همه در ها حذف نوع این که دهیم نشان بایست م دقیق اثبات برای و است

فیزی در خواه ال، چ ماده فیزی و آماری انی م در خواه ، فیزی از موضوع هر در را ١٣ غیراختلال نتایج آوردن بدست که است

کند. م جذاب حال عین در و دشوار اندازه بی میدان، نظریه و بنیادی ذرات
Non-perturbative Results١٣
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نامتقاط مسیرهای دقیق شمارش ٢ . ۵

کنیم. شروع مجاز غیر های منحن شمارش یا و آنها شماری دوباره از نگران بدون را ها منحن شمارش توانیم م که ایم رسیده ای نقطه به حال

وقت مسیرها این تعداد که کنید فرض بشماریم. کند ط ه درشب تواند م ذره ی که را l طول به بسته مسیرهای تعداد که است آن ما هدف

با است برابر کند ط ه درشب تواند م که هایی مسیر کل تعداد صورت دراین باشد. nl برابربا کند حرکت به شروع مبدأ نقطه از ذره این که

پیدا مشخص کاملا ل ش ی حالا ما مسئله شوند. م شروع مبدأ از که کنیم مسیرهایی به محدود را خود که است کاف بنابراین .Nl :=
Nnl

l

نویسیم: م باره دو را آن وضوح برای درزیر که است کرده

τei
π
4 وزن راست به گردش درهر کند، م ذخیره را τ وزن دارد برم جلو به که درهرگام کند. م حرکت به شروع مبدأ از متحرک مسئله: n

متحرک این که وقت کند. م ذخیره را صفر وزن نیز دارد برم عقب به که درهرگام . کند م ذخیر را τe− iπ
4 وزن چپ به گردش درهر و

مسیرهای تمام کردن ط با تواند م ذره این که را وزن کل که بدانیم خواهیم م . است کرده ذخیره را وزن گردد بازم مبدأ نقطه به

nl یعن ، l طول یه بسته مسیرهای تعدادکل −2 بر آن تقسیم با کنیم محاسبه را کل وزن این هرگاه چقدراست. کند ذخیره l طول با ن مم

کنید. حل را آن و کنید توجه تمرین این به بنویسیم را کل مسئله حل اینکه از قبل آوریم. م بدست را

کل وزن صورت این در رسد. م (x, y) نقطه به قدم k ط از پس و کند م حرکت به شروع (0, 0) نقطه از ذره که کنید فرض تمرین: n

کنید: حساب مستقیما را زیر مقادیر نکنند. یا کنند قط را خود توانند م مسیرها . دهیم. م نشان Mk(x, y) با را است کرده جم که

M2(2, 2), M3(2, 2), M4(2, 2), M5(2, 2), M6(2, 2). (۶٢)

کنید: حساب را زیر مقادیر چنین هم

M6(3, 3), M8(3, 3), M10(3, 3), M12(3, 3), M9(3, 3). (۶٣)

داریم: ایم داشته قبلا که هایی تعریف به توجه با

Ml(0, 0) ≡ nω(l, τ).

Ml−1(0, 0) به را Ml(0, 0) بتوان شاید مثلا است. تکرار رابطه ی نوشتن اش راه کرد؟ حساب را ای پیچیده چیز چنین توان م ونه چ

به را Ml(x, y) توان م مثلا برویم. پیش مرحله به مرحله بایست م ه بل بنویسیم را تکراری رابطه چنین توانیم نم مرتبه ی به داد. ربط
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م را Ml(x, y) که شویم م متوجه کنیم فکر بیشتر که کم است. (x, y) های همسایه از ی (x′, y′) آن در که داد ربط Ml−1(x
′, y′)

سمت به رو پایین، به رو بالا،  به رو تواند م بردارد (x, y) نقطه به رسیدن برای ذره که آخری قدم نیم. بش و کنیم تجریه زیر صورت به بایست

نتیجه در دهیم. م نشان M l
l (x, y) و Mr

l (x, y) ،Md
l (x, y) ،Mu

l (x, y) با ترتیب به را مربوطه های وزن که باشد چپ سمت به رو یا و راست

داریم:

Ml(x, y) = Mu
l (x, y) +Md

l (x, y) +Mr
l (x, y) +M l

l (x, y).

بنویسیم: تکرار رابطه ی توانیم م توابع این برای حال

Mk(x, y) وزن رسد م (x, y) نقطه به گام k کردن ط از بعد که وقت و کند م حرکت به شروع (0, 0) نقطه از متحرک مسئله: حل n

دهیم. م نشان Mr
k(x, y) با را وزن این بردارد راست طرف به (x, y) نقطه به رسیدن برای را گام آخرین هرگاه است. کرده ذخیره را

تعریف بردارد یاپایین و بالا چپ، طرف به را گام آخرین اینکه با مطابق را Md
k(x, y) و Mu

k(x, y) ، M l
k(x, y) های وزن همینطور

کنیم. م

کنید: حساب را زیر های عبارت شوید، آشنا بالا توابع با بیشتر اینکه برای تمرین: n

Mu
2 (x, y), Md

2 (x, y), Mr
2 (x, y), M l

2(x, y). (۶۴)

Mu
3 (x, y), Md

3 (x, y), Mr
3 (x, y), M l

3(x, y). (۶۵)

و α = e
iπ
4 درآن که نویسیم م زیر ل ش به ها وزن این تکراربرای معادله ی دلخواه، های گام تعداد برای توابع این محاسبه برای

.(۶ ) ل ش به کنید نگاه .β = e
−iπ
4

Mu
k(x, y) = τMu

k−1(x, y − 1) + 0 Md
k−1(x, y − 1) + βτMr

k−1(x, y − 1) + ατM l
k−1(x, y − 1)

Md
k(x, y) = 0 Mu

k−1(x, y + 1) + τMd
k−1(x, y + 1) + ατMr

k−1(x, y + 1) + βτM l
k−1(x, y + 1)

Mr
k(x, y) = ατMu

k−1(x− 1, y) + βτMd
k−1(x− 1, y) + τMr

k−1(x− 1, y) + 0 M l
k−1(x− 1, y)
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( x, y -1)

(x , y)

r

u

u

l

دارد. وجود مشابه های ل ش نیز ر دی های سطر برای است. شده تکرار معادلات از سطر اولین نوشتن به منجر که ل ش :۶ ل ش

M l
k(x, y) = βτMu

k−1(x+ 1, y) + ατMd
k−1(x+ 1, y) + 0 Mr

k−1(x+ 1, y) + τM l
k−1(x+ 1, y) (۶۶)

شوند: م تر ساده فوریه های مود برحسب فوق تکرار روابط

M̂a
k (p, q) =

∑
x,y

eipx+iqyMa
k(x, y) a = u, d, r, l. (۶٧)

Ma(x, y) =
1

(2π)2

∫ 2π

0

dp

∫ 2π

0

dqee
−ipx−iqy

Ma(p, q). (۶٨)

آیند: درم زیر صورت به تکرار روابط رنتیجه

M̂u
k (p, q) = τeiq

(
M̂u

k−1(p, q) + 0 M̂d
k−1(p, q) + βM̂r

k−1(p, q) + αM̂ l
k(p, q)

)
M̂d

k (p, q) = τe−iq
(
0 M̂u

k−1(p, q) + M̂d
k−1(p, q) + αM̂r

k−1(p, q) + βM̂ l
k(p, q)

)
M̂r

k (p, q) = τeip
(
αM̂u

k−1(p, q) + βM̂d
k−1(p, q) + M̂r

k−1(p, q) + 0 M̂ l
k(p, q)

)
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M̂ l
k(p, q) = τe−ip

(
βM̂u

k−1(p, q) + αM̂d
k−1(p, q) + 0 M̂r

k−1(p, q) + M̂ l
k(p, q)

)
(۶٩)

نوشت: زیر ماتریس ل ش به توان م را رابطه این

M̂u
k (p, q)

M̂d
k (p, q)

M̂r
k (p, q)

M̂ l
k(p, q)


=



τeiq 0 τeiqβ τeiqα

0 τe−iq τe−iqα τe−iqβ

τeipα τeipβ τeip 0

τe−ipβ τe−ipα 0 τe−ip





M̂u
k−1(p, q)

M̂d
k−1(p, q)

M̂r
k−1(p, q)

M̂ l
k−1(p, q)


(٧٠)

: نوشت زیر خلاصه ل ش به را آن توان م که

|M̂k(p, q)⟩ = S|M̂k−1(p, q)⟩ (٧١)

تر خلاصه صورت به بازهم یا و

|M̂l(p, q)⟩ = Sl−1|M̂1(p, q)⟩ (٧٢)

شان اول قدم که مسیرهایی همه بردارد. راست یا چپ یا پایین یا بالا سمت به را اول قدم تواند م متحرک . داریم اولیه شرایط به احتیاج حال

را متفاوت اولیه شرط چهار به مربوط مسیرهای بایست م مسیرها همه شمارش برای بنابراین هستند. متفاوت کاملا مسیرهای باشند متفاوت هم با

کنیم. جم هم با را آنها همه سپس و کرده حساب

کنید: حساب را زیر های عبارت تمرین: n

Mu
1 (x, y) Md

1 (x, y) Mr
1 (x, y) Mu

l (x, y). (٧٣)

کنید: حساب را زیر های عبارت تمرین: n

Mu
1 (p, q) Md

1 (p, q) Mr
1 (p, q) Mu

l (p, q). (٧۴)

بود. خواهد زیر بردارهای از ی |M̂1(p, q)⟩ بردار بردارد جهت کدام در را اول قدم متحرک که این به بسته
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|M̂1(p, q)⟩ =



τeiq

0

0

0


|M̂1(p, q)⟩ =



0

τe−iq

0

0


|M̂1(p, q)⟩ =



0

0

τeip

0


|M̂1(p, q)⟩ =



0

0

0

τe−ip


(٧۵)

ماتریس توانیم م (72) معادله بودن خط به توجه با بنابراین کنیم. جم هم با بالا اولیه شرایط چهارنوع برای را آمده بدست کل وزن بایست م

: بنویسیم و کنیم جم هم با را بالا های

|M̂l(p, q)⟩ = Sl−1|M1(p, q)⟩ |M̂1(p, q)⟩ =



τeiq

τe−iq

τeip

τe−ip


(٧۶)

: زیراست کمیت ماپیداکردن هدف

nl =
−1

2
(Mu

l (0, 0) +Md
l (0, 0) +Mr

l (0, 0) +M l
l (0, 0)). (٧٧)

صورت به سطری برداری ی تعریف با

⟨u| = (1, 1, 1, 1) (٧٨)

نوشت: توان م

nl =
−1

2
⟨u|Ml(0, 0)⟩ (٧٩)

: با است برابر (67) رابطه به توجه با که

nl = −1

2

1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

dpdq⟨u|M̂l(p, q)⟩
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= −1

2

1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

dpdq⟨u|Sl−1|M̂1(p, q)⟩ (٨٠)

هستند. |e4⟩ تا |e1⟩ بردارهای ویژه با متناظر ترتیب به که دهیم م نشان λ4 تا λ1 با را آن مقدارهای ویژه و کنیم قطری را S ماتریس

: داشت خواهیم صورت این در

nl =
−1

4π2

∫ 2π

0

dp

∫ 2π

0

dq

4∑
i=1

λl−1
i ⟨u|ei⟩⟨ei|M̂1⟩ (٨١)

درنتیجه و

Q(1)(τ) ≡
l∑
1

Nnl

l
=

−N

4π2

l∑
1

1

l

∫ 2π

0

dp

∫ 2π

0

dq

4∑
i=1

λl
i⟨u|ei⟩⟨ei|M̂1⟩

=
N

4π2

∫ 2π

0

dp

∫ 2π

0

dq

4∑
i=1

ln(1− λi)⟨u|ei⟩⟨ei|M̂1⟩ (٨٢)

ب .S ماتریس بردارهای ویژه و مقدارها ویژه پیداکردن به شود م منته مسئله بنابراین

کنید. پیدا را S ماتریس بردارهای ویژه و مقدارها ویژه تمرین: n

داشت: خواهیم است. سرراست آزاد انرژی و پارش تابع یافتن پیداکردیم بالا رابطه از را Q(1)(τ) آنکه از بعد

Z = (2 cosh2 K)NeN
˜Q(1)(τ) (٨٣)

ازآنجا و Q̃(1)(τ) := 1
NQ(1)(τ) درآن که

f(K) :=
−kT

N
lnZ = −kT

(
ln(2 cosh2 K) + Q̃(1)(τ)

)
(٨۴)

آید: درم زیر صورت به مغناطیس میدان غیاب در آیزینگ مدل آزاد انرژی تابع که داد نشان توان م بیشتر محاسبه کم با

βf(β) = − ln 2− 1

2(2π)2

∫ 2π

0

dpx

∫ 2π

0

dpy ln
[
cosh2 2βJ − sinh(2βJ)(cos px + cos py)

]
. (٨۵)

Tc :=
2J

ln(
√
2+1)

نقطه در هم ویژه گرمایی ظرفیت چنین هم و کل انرژی تابع هلمهولتز، آزاد انرژی تابع که داد نشان توان م عبارت این از

حساب را متوسط مغناطش بایست م شود، م پدیدار خودی به خود نظم این، از تر پایین دمای در دهیم نشان آنکه برای هستند. تکینگ دارای
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با ١۴ یانگ ان. . س بار نخستین را کار این است. ن مم غیر شده انجام مغناطیس میدان غیاب در که کنون پارش تابع از کار این اما کنیم.

کند. رجوع ١۵ یانگ اصل مقاله به آن فهمیدن برای تواند م خواننده که داده انجام کوچ نهایت بی مغناطیس میدان در پارش تابع محاسبه

ها مسئله ۶

یرید: ب نظر در زیر ثابتِ مرزی شرایط با ول مغناطیس میدان با را آیزینگ مدل (١٣٩٩ ماه اردیبهشت ٣٠ تحویل: (موعد : ی مسئله n

S1 = 1, SN = 1. (٨۶)

مرزی شرایط تحت که آنچه با آزاد انرژی ترمودینامی حد در که دهید نشان و کنید حساب را پارش تابع انتقال ماتریس روش از استفاده با

است. ی آورید م بدست پریودی

و سر های اسپین که معنا این به یرید ب نظر در آزاد مرزی شرایط با را آیزینگ مدل (١٣٩٩ ماه اردیبهشت ٣٠ تحویل: (موعد دو: مسئله n

و کنید حساب را پارش تابع انتقال ماتریس روش از استفاده با نیستند. برابر هم با الزاما ول کنند اختیار را مقداری هر توانند م زنجیره ته

است. ی آورید م بدست پریودی مرزی شرایط تحت که آنچه با آزاد انرژی ترمودینامی حد در که دهید نشان

ثابت که کنید فرض ول یرید ب نظر در صفر مغناطیس میدان در را آیزینگ مدل (١٣٩٩ ماه اردیبهشت ٣٠ تحویل: (موعد سه: مسئله n

کنید. محاسبه را آزاد انرژی آن روی از و آورید بدست را پارش تابع است. −J و J ترتیب به مجاور های اسپین جفتیدگ

یرید: ب نظر در زیر پادفرومغناطیس هامیلتون با اسپین بعدی ی سیستم ی (١٣٩٩ ماه اردیبهشت ٣٠ تحویل: (موعد چهار: مسئله n

H = J

N∑
i=1

SiSi+1 −B

N∑
i=1

(−1)iSi (٨٧)

C. N. Yang١۴

.C.N. Yang, Phys. Rev. 85, 809 (1952)١۵

٢٩



کنید محاسبه را پارش تابع حال باشد. پذیر ان ام شرط نوع این که یرید ب طوری را رشته طول و یرید ب نظر در پریودی را مرزی شرایط

کنید: حساب شود م تعریف زیر صورت به که را متناوب مغناطش سپس و

Ms := ⟨
N∑
i=1

(−1)iSi⟩. (٨٨)

بنامید. χs را کمیت این توانید م کنید. حساب B به را Ms تغییرات

یرید: ب نظر در زیر هامیلتون با را اسپین زنجیره ی (١٣٩٩ ماه اردیبهشت ٣٠ تحویل: :(موعد پن مسئله n

H =

N∑
i=1

−JSiSi+1 −KSiSi+2 −B

N∑
i=1

Si. (٨٩)

م نشان خود از فاز گذار مدل این آیا کند. م کنش برهم اش بعدی همسایه چنین هم و همسایه ترین نزدی با اسپین هر زنجیره این در

شود؟ م پدیدار بخود خود مغناطش آیا آورید. بدست مغناطیس میدان حسب بر را مغناطش دهد؟

حال کردیم. حساب مستقیم روش از آیزینگ مدل برای را همبستگ تابع درس متن در (١٣٩٩ خردادماه ١٠ تحویل: (موعد شش: مسئله n

کنید. حساب را همبستگ تابع G(i, j) = kT ∂⟨Si⟩
∂Bj

رابطه از استفاده و انتقال ماتریس روش از استفاده با

ه شب از i ی نقطه هر در شود. م تعریف زیر صورت به Q − StatePotts مدل (١٣٩٩ ماه خرداد ١٠ تحویل: (موعد هفت: مسئله n

کند. ,1}اختیار 2, · · ·Q} مجموعه از متمایز متغیر Q تواند م که دارد وجود Si متغیر ی

است: زیر ل ش به هامیلتون

H = −J

N∑
i=1

δSi,Si+1
(٩٠)

کنیم. م معطوف Q = 3 حالت به را خود توجه مسئله این در
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را ⟨SiSj⟩ همبستگ تابع و ⟨Si⟩ متوسط کنید. حساب را مدل این پارش تابع توانید م که روش هر با و یرید ب باز را زنجیره الف:

آورید. بدست را بستگ هم طول کنید. حساب

آید: م در زیر ل ش به هامیلتون آن اثر در که کنید اضافه خارج میدان ی ب:

H = −J

N∑
i=1

δSi,Si+1
−B

N∑
i=1

δSi,1. (٩١)

یرید. ب نظر در پریودی را مرزی شرایط قسمت این در کنید. حساب را ⟨Si⟩ متوسط پارش تابع محاسبه با

که را این احتمال پریودی مرزی شرایط با و مغناطیس میدان بدون آیزینگ مدل در (١٣٩٩ ماه خرداد ١٠ تحویل: (موعد هشت: مسئله n

دهید. تعمیم اسپین k به را خود نتیجه کنید. حساب را باشند داشته سان ی مقدار مجاور اسپین 3

میدان کنید فرض یرید. ب نظر در N طول با باز زنجیره ی روی را آیزینگ مدل (١٣٩٩ خردادماه ٢٠ تحویل: (موعد نه: مسئله n

راست سمت های اسپین بقیه و هستند +1 مثلا حالت ی در همه چپ سمت اسپین تا k که حالت به است. صفر با برابر نیز مغناطیس

گویند. م ١۶ حوزه دیواره ی با حالت اصطلاحا هستد −1 حالت در

چقدراست؟ باشد داشته وجود حوزه دیواره ی سیستم در اینکه احتمال الف:

است؟ چقدر باشد داشته وجود حوزه دیواره تا 2 سیستم ی در اینکه احتمال ب:

دارند حوزه دیواره تا k دارای که هایی حالت تعداد شمارش با بنویسید. دارد که ای حوزه های دیواره تعداد برحسب حالت ی انرژی ج:

کنید. حساب را آیزینگ مدل پارش تابع

Domain Wall١۶
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کنید.  حساب خاص دمای ی در را حوزه های دیواره متوسط تعداد د:

پریودی را مرزی شرایط یرید: ب نظر در زیر هامیلتون با را 3 − StatePotts مدل  (١٣٩٩ خردادماه ٢٠ تحویل: (موعد ده: مسئله n

یرید: ب نظر در

H = −J

N∑
i=1

δSi,Si+1 . (٩٢)

کنید. حساب را سیستم این پارش تابع الف:

کنید. محاسبه را باشند داشته قرار حالت ی در متوال سایت تا دو اینکه احتمال ب:

کنید. حساب را باشند داشته قرار حالت ی در متوال سایت تا سه اینکه احتمال پ:

بدست دقیق طور به است صفر مغناطیس میدان که وقت را بعدی ی آیزینگ مدل پارش تابع بالا دمای بسط از استفاده با یازده: مسئله n

یرید. ب نظر در پریودی را مرزی شرایط آورید. بدست را اسپین دو بین همبستگ تابع روش این از استفاده با چنین هم آورید.

بدست τ8 مرتبه تا مغناطیس میدان غیاب در را بعدی دو آیزینگ مدل پارش تابع (١٣٩٩ خردادماه ٢٠ تحویل: (موعد دوازده: مسئله n

آورید. بدست را دلخواه اسپین دو بین همبستگ تابع رتبه این تا چنین هم .τ = tanh( J
kT ) جا این در آورید.

پاتز حالته Qمدل برای بردیم کار به آیزینگ مدل در بالا دمای بسط برای که را ١٣٩٩)روش خردادماه ٢٠ تحویل: (موعد سیزده: مسئله n

آورید. بدست را پارش تابع برای اختلال بسط اول جملات کنید. مشخص را اختلال پارامتر دهید. تعمیم بعد دو در Potts
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نظر در پریودی مرزی شرایط با بعدی ی ه شب ی روی را پاتز حالته ٣ مدل (١٣٩٩ خردادماه ٢٠ تحویل: (موعد چهارده: مسئله n

دهد؟ م نشان فاز گذار خود از مدل این آیا کنید. حساب دقیق صورت به را مدل این پارش تابع بالا دمای بسط از استفاده با یرید. ب

 

پارش تابع .kT << J یعن است پایین دما که کنید فرض بعدی دو آیزینگ مدل در (١٣٩٩ خردادماه ٢٠ تحویل: (موعد پانزده: مسئله n

آورید. بدست ϵ := e−
J
kT پارامتر از ٨ مرتبه تا را

پرون‐فروبنیوس قضیه ضمیمه: ٧

که کند م بیان قضیه این . ١٧ ‐فروبنیوس پرون قضیه بر است متک کنیم م حساب را همبستگ توابع که وقت بخصوص انتقال ماتریس روش

ندارد. واگن و تاست ی ماتریس این ویژه مقدار بزرگترین آنگاه باشند مثبت اکیدا T ماتریس ی های درایه هرگاه

نخست اثبات بقیه برای . است مثبت حتما آن مقدار ویژه بزرگترین بنابراین است مثبت T ماتریس رد که کنیم م توجه نکته این به نخست

مجموعه در ⟨v|T |v⟩ کمیت و باشیم، داشته T هرمیت ماتریس ی هرگاه قضیه این مبنای بر کنیم. م توجه ١٨ رایل قضیه به نخست قضیه به

ضرایب از استفاده با که است کاف تابع این اثبات برای هستند. T بردارهای ویژه همان تابع این اکسترمم نقاط کنیم، حساب |v⟩ بهنجار بردارهای

تابع ی رتبه وردش لاگرانژ

F (v) := ⟨v|T |v⟩ − λ⟨v|v⟩ (٩٣)

به: شد خواهد منجر وردش این دهیم. قرار صفر با مساوی را

⟨δv|(T − λI)|v⟩+ ⟨v|(T − λI)|δv⟩ = 0. (٩۴)

Peron-Ferrobenius١٧

Rayleigh١٨
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داشت: خواهیم بالا رابطه جای به iδv دهیم قرار δv جای به هرگاه

⟨δv|(T − λI)|v⟩ − ⟨v|(T − λI)|δv⟩ = 0. (٩۵)

است. مقدار ویژه همان لاگرانژ ضریب کند م بیان ضمن در که T |v⟩ = λ|v⟩ یعن رسید خواهیم نظر مورد نتیجه به رابطه دو ترکیب نتیجه در که

تنها مربوطه نقطه که معنا این به است برقرار اضافه خاصیت ی مقدار ویژه بزرگترین برای است.اما برقرار ها مقدار ویژه همه برای خاصیت این

ماکزیمیم مقدار ویژه به مربوط بردار ویژه v0 آن در که را F (v0 + δv) عبارت که است کاف هم آن فهم برای است. ماکزیمم ه بل نیست اکسترمم

داشت:  خواهیم صورت این در . دهیم بسط دو رتبه تا ، است λmax یعن

F (v + δv) = ⟨v + δv|T |v + δv⟩ − λ⟨v + δv|v + δv⟩ = F (v) + ⟨δv|T − λmax|δv⟩. (٩۶)

داشت: خواهیم است مقدار ویژه بزرگترین λmax که انجا از

⟨δv|T − λmax|δv⟩ = ⟨δv|
∑
i

(λi − λmax)|λi⟩⟨λi|δv⟩ ≤ 0. (٩٧)

کند. م ثابت را قضیه ادعای که

اکیدا نیز |v0⟩ های درایه آنگاه Tij > 0 یعن باشند مثبت اکیدا T های درایه هرگاه که دهیم م نشان و کنیم م استفاده قضیه این از حال

بنابراین و کره ی با متناظر بهنجار بردارهای فضای که کنیم م توجه نکته این به موضوع این دادن نشان برای .(v0)i > 0 یعن هستند مثبت

و کنیم م استفاده خلف برهان از است. مطلق ماکزیمم این ه بل دارد نسبی ماکزیمم ی تنها نه v0 نقطه در F (v) تابع نتیجه در است. مرز بدون

کردن ضرب با اما است. منف و مثبت جملات مجموع F (v0) عبارت که کنیم م دقت حال دارد. منف درایه چند یا ی v0 که کنیم م فرض

بودن ماکزیمم با که کند م بزرگتر را F (v) عبارت مقدار هم و است بهنجار هم که آوریم م بدست ری دی بردار −1 عدد در های درایه این

که کنیم م ثابت حال باشد. ای منف ی درایه هیچ دارای تواند نم v0 بنابراین دارد. منافات کند. حاصل بزرگتری بمقدار مقدار به بدیل F (v0)

است شده صفر زیر عبارت که معناست این به باشند صفر با برابر آن اول درایه مثلا اگر زیرا باشند توانند نم نیز صفر v0 های درایه از کدام هیچ

d∑
j=1

T1jvj = 0 (٩٨)

هستند. مثبت اکیدا v0 های درایه تمام که کردیم ثابت پس است. ن غیرمم ها vj بودن نامنف و Tij مقادیر بودن اکید مثبت به توجه با که

که گیریم م نتیجه عمودند هم بر همه هرمیت ماتریس بردارهای ویژه که آنجا از و داشت گونه این از متعامد بردار دو توان نم که دانیم م اما
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است. واگن غیر واقعا T مقدار ویژه بزرگترین

م ر تش کردند یادآوری من به را درسنامه این اولیه متن از الات اش که ١۴٠٣ سال در درس این دانشجوی بنیادی بهروز از : قدردان n

کنم.
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